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O ' 1- Introduction 

o : 

Dans un article récent avec M. Abate [2], nous avons montré le théorème suivant. 

Théorème 1.1.- Soient (Ei, ||.||i) et (.E^) IUI2) deux espaces de Banach complexes 
et soient Bi et B 2 leurs boules-unités ouvertes. Soit f : Bi — ► B 2 une application 
holomorphe telle que /(O) = et que /'(O) soit une isométrie (c'est-à-dire que, pour tout 
x G Ei, \\f'(0).x\\2 = \\x\\i). Alors, les assertions suivantes sont équivalentes : 

(i) il existe une décomposition directe E% = f'(0)(Ei) © F telle que la projection 
r\ ] associée ix : E<i — ► f'(0)(Ei) soit de norme 1, 

(ii) f(Bi) est une sous— variété directe fermée de Bi, f est un biholomorphisme de 
Bi sur f(Bi) et il existe une rétraction holomorphe de B<i sur ]{B\). 
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Signalons aussi le résultat suivant, dû à M. Abate [1] : Soit D un domaine borné taut 
de C n et soit / : D — > D une application holomorphe. Considérons la suite des itérées 
f n de /. Alors, si la suite f n n'est pas compactement divergente, il existe une rétraction 
holomorphe unique p : D — > D adhérente à la suite f n et / est un automorphisme 

analytique de p(D). 

VO- 

Ces deux résultats montrent l'importance des rétractions holomorphes. Dans cet 

article, nous allons donner une caractérisation des sous-variétés complexes fermées V de 

la boule-unité ouverte de C n pour une norme, rétractes holomorphes de D en utilisant la 

métrique infinitésimale de Kobayashi. Nous donnerons aussi un certain nombre d'exemples 

et d'applications. 

^ ■ 2. Rappels 

h ; 

On dit qu'une application holomorphe p : D — > D est une rétraction holomorphe si 
p 2 = p, ou, ce qui revient au même que p est égal à l'identité sur son image p(D). On dit 
alors que son image p(D), qui est une sous- variété analytique complexe de D, est rétracte 
holomorphe de D. 

Pour la définition et les propriétés des métriques infinitésimales de Carathéodory Ejy 
et de Kobayashi Fo sur un domaine borné D de C n (ou plus généralement, une variété 
analytique complexe), nous renvoyons le lecteur au livre de S. Kobayashi [6] (on peut aussi 
consulter les livres de T. Franzoni et E. Vesentini [4] ou de M. Jarnicki et P. Pflug [5]). 

On sait d'autre part que, si / est une application holomorphe de D\ dans -D2, on a, 
pour tout x G Di, pour tout v appartenant à l'espace tangent T X (D\), 

F D2 (f(x),f(x).v)<F Dl (x,v), 



E D2 (f(x)J'(x).v)<E Dl (x,v). 

En particulier, si / est un isomorphisme analytique de Di sur D2, alors les inégalités 
précédentes sont des égalités. 

Enfin, remarquons que, si B est la boule-unité ouverte de C n pour une norme ||.||, on 
déduit du théorème de Hahn-Banach que, pour tout v G C n , 

E B (0,v) = F B (0,v) = \\v\\. 

Rappelons enfin le résultat de L. Lempert [7 et 8] (voir aussi le livre de S. Kobayashi 
[6]) : soit D un domaine borné convexe de C n . Sur _D, les métriques infinitésimales de 
Carathéodory Ed et de Kobayashi Fp coïncident. 

3. Les rétractes holomorphes de dimension 1 

Nous allons commencer par donner les résultats en dimension 1. Comme cela ap- 
paraîtra clairement dans la suite (voir aussi L. Lempert [8]), c'est un cas fondamentalement 
différent de celui de la dimension supérieure et, du moins, dans le cas où D est un domaine 
borné convexe, il est assez bien compris. Cependant, il me semble intéressant de reprendre 
les résultats obtenus en dimension 1 [9]. 

Rappelons qu'une géodésique complexe (au sens de E. Vesentini) d'un domaine borné 
D de C n est une application holomorphe 9? : A — >■ D qui est une isométrie pour les 
métriques infinitésimales de Carathéodory en un point de A (ou en tout point de A ; les 
deux propriétés sont équivalentes). 

Considérons un domaine borné convexe D de C n . Soit V une sous- variété complexe 
de D. Si y est rétracte holomorphe de D, alors il est facile de voir que V est simplement 
connexe. Si on suppose de plus que V est de dimension 1, ceci entraîne que V est analy- 
tiquement isomorphe au disque-unité A et que V est l'image d'une géodésique complexe 
ip : A — ► D au sens de E. Vesentini. Réciproquement, si <p : A — ► D est une géodésique 
complexe, son image <f(A) est isomorphe au disque-unité A et est rétracte holomorphe de 
D. Dans ce cas-là, on peut montrer que D admet beaucoup de géodésiques complexes et 
donc de rétractions holomorphes, alors que, comme l'a déjà remarqué L. Lempert [8], en 
dimensions strictement supérieures à 1, les rétractions holomorphes n'ont pas de raison 
d'exister. 

Si on veut essayer de caractériser les rétractions holomophes de dimension 1 dans 
des domaines bornés non nécessairement convexes, il peut être utile de définir d'autres 
métriques invariantes [9], mais, pour l'instant, les résultats obtenus sont techniques et 
compliqués. 

4. Le résultat principal et sa démonstration 

Le résultat principal que nous allons démontrer dans cet article est le suivant. 

Théorème 4.1.- Soit B la boule-unité ouverte de C n , muni d'une norme \\.\\, et soit 
V une sous-variété complexe fermée de B telle que G V . Pour que V soit rétracte 
holomorphe de V , il faut et il suffit que les deux conditions suivantes soient satisfaites : 



(ï)F B (0,v) = F v (0,v),VveT o (V), 

(ii) il existe un projecteur p de norme 1 de C n sur T (V) (C n et T (V)étant munis de 
la norme \\.\\). 

Avant de démontrer ce résultat, remarquons que, d'après le résultat que nous avons 
rappelé, on sait que Fb(0, .) = ||.||. Par suite (i) signifie que Fy(0, .) est égal à la norme 
|.| restreinte à T (V). 

Démonstration. Supposons d'abord qu'il existe une rétraction holomorphe p : B — > 
V . En considérant l'injection i : V — > D, on obtient : 

F v (0,(poi)'(0).v) < F B {0,i'{0).v) < F v {0,v). 

Mais (poi)'(0) = id. Par suite, pour tout v G Tq(V), on a : F B (0,v) = Fy(0,v), ce qui 
montre (i). 

D'après les propriétés de la métrique infinitésimale de Kobayashi, il est clair que 
p'(0) est un projecteur de norme 1 de C n sur Tq(V), quand on munit C n de la métrique 
infinitésimale de Kobayashi F B (0, .) et Tq(V) de la métrique infinitésimale de Kobayashi 
Fy(0, .)• Mais, nous venons de montrer que F B (0, .) est égal à la norme |.| et que -Fy(0, .) 
est la restriction à Tq( V) de la norme || . || . Ceci suffit à démontrer que p'(0) est un projecteur 
de norme 1 pour la norme ||.||. 

Montrons maintenant la réciproque. Remarquons d'abord que le projecteur p de 
norme 1 dont nous avons supposé l'existence envoie B dans B. Aussi, p\ B '■ B — > B est 
une rétraction holomorphe de B sur BC\p(C n ) = B C\To(V) . Considérons maintenant p\y : 
V — ► BnT Q (V). Comme Br\T Q (V) est la boule-unité ouverte de T Q (V), ceci entraîne que 

^snT o (V)(0, •) = ll-ll- 0n en déduit que, pour tout v E T (V), F v (0,v) = F BnTo{v) (0,v). 

Aussi, p\v '■ V — > B fl Tq(V) est une isométrie pour la métrique infinitésimale de 
Kobayashi à l'origine, ce qui signifie que, pour tout v G T (V), 

F BnTo{v) (0,v) = F v (0,v) = F v (0,p(v)). 

D'autre part, on sait que V qui est une sous- variété complexe fermée de B est complète 
pour la distance de Kobayashi et est donc taut. On peut donc appliquer le théorème de 
L. Belkhchicha [3]. Ainsi, p\y est un isomorphisme analytique de V sur B fl Tq(V). Alors 
l'application p = (p\v)~ l °P es t bien une rétraction holomorphe de B sur V, et le théorème 
est démontré. 

Ce résultat peut bien sûr s'appliquer quand V est de dimension 1. Il peut être 
intéressant de le traduire dans ce cas. On déduit facilement du théorème de Hahn-Banach 
que, si F est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de C n , il existe une projection 
p : C n — >■ F de norme 1. La condition (i) du théorème 4.1 (portant sur l'égalité des 
métriques infinitésimales de Kobayashi) suffit donc à entraîner que V est rétracte holo- 
morphe de B (et aussi que V est l'image d'une géodésique complexe de B). 

5. Applications 



A titre d'applications, nous allons traiter quelques exemples. 

Exemple 5.1.- Soit B la boule- unité ouverte de C , muni de la norme hermitienne et 

soit 

V = Bn{(x,y) eC 2 \y = x 2 }. 

Alors V n'est pas rétracte holomorphe de B. 

En effet, V est l'ensemble des (x, y) G C tels que y = x 2 et que \x\ 2 + \x\ 4 < 1 ou, si 
l'on préfère que \x\ soit strictement inférieur à une constante p < 1. Il est alors facile de 
vérifier que, pour tout v G T (V), (v ^ 0), Fy(0, v) ^ Fb(0,v). Ainsi, V n'est pas rétracte 
holomorphe de B. 

Nous allons voir maintenant comment le le théorème 4.1 permet de ramener les ques- 
tions à des problèmes pour des applications linéaires, ce qui est plus facile. 

Exemple 5.2.- Soit B le polydisque ouvert A 3 C C et considérons l'application linéaire 
<p : (x,y) i— > (x,y 7 x + y). Il est clair que V = cp(C ) fl A 3 est une sous-variété complexe 
fermée de B. L'ensemble (1, 0, 1) + ({0} x A x {0}) est contenu dans la frontière de B. S'il 
existait une projection p de norme 1 de C 3 sur </?(C 2 ), cette projection devrait s'annuler 
sur {0} x C x {0}. En considérant le point (0, 1, 1), on trouve un autre sous-espace de C 3 . 
Ainsi, une telle projection ne peut pas exister ! 

En appliquant le théorème 4.1, on en déduit que la sous- variété V n'est pas rétracte 
holomorphe de B. 

6. Questions 

Les résultats précédents amènent à se poser la question suivante : soit D un domaine 
borné convexe de C n . Soit V une sous- variété complexe fermée de D et soit a G V. Il est 
facile de voir que, s'il existe une rétraction holomorphe p : D — > V, alors on a : 

(i) F v (a,.) = F D (a,.)\ Ta(y) , 

(ii) il existe une projection p de norme 1, lorsque C n et T a (V) sont munis des métriques 
infinitésimales de Kobayashi F]j(a, .) et Fy(a, .). 

On peut se demander si la réciproque est exacte, ce qui généraliserait le théorème 4.1. 
Pour l'instant, ce résultat semble difficile à aborder, il faudrait en particulier généraliser 
le théorème de L. Belkhchicha [3], ce qui est sans doute assez délicat. 
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